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Анотація. Розглянуто проблему формування у студентів усвідомлених семантичних і 

операційних знань у ході вивчення функцій двох змінних. Акцентовано увагу на реалізації 

міжпредметних зв’язків та використанні сучасних засобів 3D моделювання з метою 

створення у здобувачів профільної передвищої та вищої освіти стійких мисленнєвих 

асоціацій. Наведено приклади. 

Ключові слова: функція двох змінних; поверхня; графік; область визначення; область 

значень; 3D зображення; подвійний інтеграл. 

 

 

Основою розбудови сучасного освітнього процесу є компетентнісний 

підхід, який забезпечує формування конкурентно спроможної на ринку праці 

особистості, здатної адаптуватися до різноманітних викликів сьогодення. 

Дослідження функцій однієї та багатьох змінних — невід’ємна складова 

класичних курсів математичного аналізу й вищої математики, які, залежно від 

спеціальності, є обов’язковими предметами в підготовці здобувачів вищої 

освіти, а останній — і фахової передвищої освіти. При цьому особлива увага 

приділяється вивченню функцій двох змінних, оскільки вони тісно пов’язані з 

реальними поверхнями тривимірного евклідового простору. 

Якщо говорити про заклади вищої освіти (ЗВО), то такі поверхні, зокрема 

поверхні другого порядку, детально вивчаються в курсах аналітичної геометрії 

та диференціальної геометрії. Причому в аналітичній геометрії поверхні задані, 

як правило, неявно рівняннями виду 𝐹(𝑥; 𝑦; 𝑧) = 0, в той час як в математичному 

аналізі функції двох змінних задані явно рівнянням 𝑧 = 𝑓(𝑥; 𝑦), і студенти не 

завжди можуть співвіднести функцію двох змінних із відповідним геометричним 
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образом. Тому функції двох змінних у більшості випадків студентами 

сприймаються як абстрактний об’єкт, відірваний від реальності. Для ЗВО, де 

вивчається лише вища математика, дана проблема є більш актуальною. Адже 

вивчення поверхонь у курсі вищої математики обмежується площиною і 

деякими поверхнями другого порядку (сфера, еліпсоїд, параболоїд і гіперболоїд 

обертання тощо). Закріпити міжпредметні зв’язки і забезпечити формування 

правильних асоціацій у здобувачів освіти покликаний курс диференціальної 

геометрії, в якому поряд з двома згаданими способами задання поверхонь 

використовують ще два: векторно-параметричний (рівняння 𝑟 = 𝑟(𝑢; 𝑣) =

𝑥(𝑢; 𝑣)𝑖 + 𝑦(𝑢; 𝑣)𝑗 + 𝑧(𝑢; 𝑣)𝑘⃗⃗) і параметричний (кожна змінна х, у, z розглядається 

як функція двох змінних u, v), а основою дослідження є методи математичного 

аналізу. Проте у класичному курсі вищої математики елементи диференціальної 

геометрії не розглядаються. 

На відміну від ЗВО проблема усвідомленого сприйняття функцій від двох і 

багатьох змінних студентами закладів фахової передвищої освіти (ЗФПО) 

значно глибша, оскільки курс вищої математики в них має пропедевтичний 

характер, і вивчення поверхонь в основному обмежується площиною і сферою. 

Тому як у ЗВО так і в ЗФПО для усунення формалізму у вивченні функцій двох 

змінних та формування правильних уявлень студентів актуальною є потреба 

використання сучасних засобів візуалізації, зокрема з метою графічної 

демонстрації самих функцій та їхніх властивостей. Звичайно можна 

використовувати схематичне зображення «від руки», таблиці, моделі тощо, але 

побудова схематичного зображення є досить рутинною і не дає можливості 

миттєво розглянути об’єкт у різних ракурсах, а виготовлення таблиць і моделей 

потребує не лише часу, а й певних фінансових затрат. 

Сучасні засоби ІТ-інженерії дають можливість візуалізувати чимало понять 

і відношень, а особливо геометричних, що не можна не враховувати в процесі 

викладання. На сьогодні є чимало комп’ютерних засобів створення 3D 

зображень: Gran 3D, GeoGebra, Autodesk 3ds Max, Blender, Tinkercad, FreeCAD 

тощо [3]. Більшість із цих програм зорієнтовані на виготовлення моделей за 

допомогою 3D принтера. Для демонстрації ж графіка функції двох змінних 

(поверхні чи її частини) достатньо його зображення, яке можна було б 

спостерігати під різним кутом. Наведемо приклад розв’язування задачі на 

дослідження загальних властивостей функцій двох змінних з використанням 

середовища GeoGebra для забезпечення образного сприйняття матеріалу 

здобувачами освіти. Умова задачі взята із [1]. 

Задача 1. Знайти область визначення і область значень функції 

𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 − 1 + ln(4 − 𝑥2 − 𝑦2).    (1) 

Розв’язання. Знайдемо значення змінних х та у, за яких задана функція 

z = f (x; y) має зміст. Для цього складемо систему нерівностей, враховуючи 

властивості арифметичного квадратного кореня і логарифмічної функції. 

Одержимо  {
𝑥2 + 𝑦2 − 1 ≥ 0;

4 − 𝑥2 − 𝑦2 > 0.
 Або після перетворення {

𝑥2 + 𝑦2 ≥ 1;

𝑥2 + 𝑦2 < 4.
 

Отже, областю визначення заданої функції є множина 

𝐷(𝑧) = {(𝑥; 𝑦), 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑦 ∈ 𝑅|1 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 < 4}. 

Розглянемо геометричну інтерпретацію цієї множини. Нехай (𝑥; 𝑦) — 

координати точки на площині хОу. Перша нерівність системи визначає коло, 
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розташоване в площині хОу із центром у початку координат радіуса 1, і всі точки 

площини хОу, які знаходяться зовні нього. Друга — внутрішню частину круга, 

розміщеного також у площині хОу із центром у початку координат радіуса 2, без 

точок кола, що його обмежують. Розв’язком системи є спільна частина цих 

множин точок площини хОу — напіввідкрите кільце, яке з внутрішнього боку 

обмежене колом 𝑥2 + 𝑦2 = 1, а зовні обмежене колом 𝑥2 +  𝑦2 =  2, що не 

належить йому. 

Знайдемо область значень функції (1) від двох змінних. Для цього зведемо 

задачу до знаходження області значень функції однієї змінної. Позначимо 𝑥2 +

𝑦2 через 𝑡. Тоді рівність (1) набуде вигляду 

𝑧 = √𝑡 − 1 + ln(4 − 𝑡).     (2) 

Формула (2) визначає функцію 𝑧(𝑡) = √𝑡 − 1 + ln(4 − 𝑡) однієї змінної на 

інтервалі [1; 4). Із врахуванням неперервності 𝑧(𝑡) при 1 ≤ 𝑡 < 4  задача на 

знаходження області значень зводиться до відшукання найбільшого і 

найменшого значень функції однієї змінної на інтервалі. У відповідності до 

стандартного алгоритму [1] знайдемо спочатку значення функції на кінцях 

інтервалу.  

Якщо 𝑡 = 1, то 𝑧 =  √1 − 1 + ln(4 − 1) = 0 + ln3 = ln3 . 

Нехай 𝑡 → 4 − 0, тоді 𝑧 →  √4 − 1 + ln(4 − 4) = √3 + ln0+ = √3 −∞ = −∞. 

Для відшукання критичних точок функції  обчислимо похідну функції 𝑧(𝑡) і 

прирівняємо її до нуля: 
1

2√𝑡−1
−

1

4−𝑡
= 0.      (3) 

Розв’яжемо рівняння (3), де 1 ≤ 𝑡 < 4. Матимемо 
1

2√𝑡 − 1
=

1

4 − 𝑡
  , 4 − 𝑡 = 2√𝑡 − 1 ,    (4 − 𝑡)2 = 4(𝑡 − 1) . 

Розкривши дужки і звівши подібні доданки, одержимо квадратне рівняння  

𝑡2 − 12𝑡 + 20 = 0, розв’язками якого є 𝑡1 = 2 і 𝑡2 = 10. Оскільки 𝑡 < 4, то 

остаточно маємо єдину критичну точку t = 2  і відповідне значення функції  

𝑧(2) =  √2 − 1 + ln(4 − 2) = 1 + ln2 ≈ 1,69. 

Порівнявши значення функції 𝑧(𝑡) на кінцях інтервалу і в критичній точці, 

остаточно маємо  𝐸(𝑧) = (−∞; 1 + ln2]. 

Відповідь: 𝐷(𝑧) = {(𝑥; 𝑦), 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑦 ∈ 𝑅|1 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 < 4}; 

     𝐸(𝑧) = (−∞; 1 + ln2]. 

 

Подане вище аналітичне розв’язання посильне лише добре 

підготовленим студентам, та й сама розглядувана функція не зовсім тривіальна. 

Полегшення сприйняття забезпечує унаочнення. Розпочати розв’язання 

доцільно із демонстрації вигляду поверхні (графіка), яку описує функція (1) 

(рис.1), у різних ракурсах. Після чого акцентувати увагу на геометричному 

тлумаченні області визначення (проєкція графіка функції (поверхні) на площину 

хОу) та області значень (проєкція графіка на вісь Оz) функції двох змінних  

(рис. 2, рис. 3). Такий підхід націлює студентів на аналітичний пошук наперед 

геометрично окресленого результату, сприяє розвитку просторової уяви й 

образного мислення. У подальшому розв’язуванні однотипових задач, залежно 

від сприйняття умови задачі студентами, такі демонстрації доцільно 

використовувати після аналітичного отримання відповіді з метою перевірки й 
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встановлення асоціативних зв’язків з відповідними геометричними об’єктами. 

Відмітимо, що демонстрація поверхні (графіка), визначеної функцією двох 

змінних у різних ракурсах не дає можливості спроєктувати її на вісь Oz, але з її 

проєкції на координатну площину yOz (рис. 3) можна приблизно оцінити, яких 

значень вона набуває. 

 

 

 
 

Подібні демонстрації будуть корисними в полегшенні сприйняття 

матеріалу студентами і в подальшому вивченні функцій двох змінних, 

наприклад, у ході вивчення подвійного інтеграла. Адже визначення області 

інтегрування вимагає від студентів добре розвиненої просторової уяви, що, 

нажаль, характерно далеко не для всіх здобувачів як вищої так і профільної 

передвищої освіти. 

Для прикладу розглянемо задачу на знаходження об’єму геометричного 

тіла, обмеженого поверхнею й площинами, яка розв’язується за допомогою 

подвійного інтеграла. У курсі математичного аналізу й у курсі вищої математики 

така задача є типовою. Проте для студентів закладів передвищої освіти вона 

 
Рис. 1. Графік функції 

𝒛 = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟏 + 𝐥𝐧(𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐) 

 
Рис. 2. Область визначення функції 

𝒛 = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟏 + 𝐥𝐧(𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐) 

 

Рис. 3. Область значень функції 

𝒛 = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟏 + 𝐥𝐧(𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐) 
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дуже абстрактна, якщо врахувати, що поверхні другого порядку не вивчаються. 

Як уже було зазначено, основна проблема — описати область інтегрування і 

визначити межі інтегрування. Умова задачі взята із [2]. 

Задача 2. Знайти об’єм фігури, обмеженої гіперболічним параболоїдом 

z = x2 – y2 і площинами z = 0 та х = 3. 

Розв’язання. Об’єм геометричного тіла, обмеженого зверху поверхнею 

z = z(x; y) обчислимо за формулою 𝑉 = ∬𝑧(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 [1]. Але перш за все з’ясуємо 

вид області D і визначимо межі інтегрування. Знайдемо лінії перетину 

параболоїда з площиною хОу. Складемо і перетворимо систему рівнянь: 

{
𝑧 = 0,

𝑧 = 𝑥2 − 𝑦2,
  {

𝑧 = 0,

0 = 𝑥2 − 𝑦2,
  {

𝑧 = 0,
0 = (𝑥 − 𝑦)(𝑥 + 𝑦),

 [
{

𝑧 = 0,
𝑥 − 𝑦 = 0,

{
𝑧 = 0,

𝑥 + 𝑦 = 0,

  [
{
𝑧 = 0,
𝑥 = 𝑦,

{
𝑧 = 0,
𝑥 = −𝑦.

 

Одержали пару дійсних прямих, які лежать в площині хОу і перетинаються 

в точці О (0; 0; 0) (рис. 4). Перетином гіперболічного параболоїда з площиною 

х = 3 є парабола (рис. 4): {
𝑥 = 3,

𝑧 = 9 − 𝑦2.
 Указані в умові задачі площини 

перетинаються по прямій {
𝑧 = 0,
𝑥 = 3,

  яка паралельна вісі Оу (рис. 4).  

Область інтегрування D — це проєкція вказаної частини розглядуваної 

поверхні на площину хОу (рис. 5). Вона представляє собою рівнобедрений 

трикутник з вершинами в точках (0; 0), (3; –3), (3; 3). Тоді 

𝑉 = ∬(𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ 𝑑𝑥 ∫ (𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑦 = ∫ (𝑥2𝑦 −
𝑦3

3
)|

𝑥
−𝑥

𝑑𝑥 =
3

0

𝑥

−𝑥

3

0
  

= ∫
4

3
𝑥3𝑑𝑥 =

4

3

𝑥4

4
|
3
0
= 27

3

0
 (куб.од.) 

Відповідь: 27 (куб.од.). 

 

 
 

На рисунках 4 і 5 подано скріншоти динамічної моделі, створеної, як і в 

попередній задачі, в GeoGebra. Це одна й таж сама модель, але представлена в 

різних ракурсах. Супровід розв’язання задачі демонстраціями таких динамічних 

моделей під різними кутами зору відповідно до етапу розв’язання значно 

спрощує сприйняття задачі студентами й підтверджує її практичну 

зорієнтованість. 

 
Рис. 4. Графік функції z = x2 – y2 

(гіперболічний параболоїд) 

 
Рис. 5. Область інтегрування 

(до задачі 2) 
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Таким чином, візуалізація навчального матеріалу в ході вивчення функцій 

двох змінних сприяє формуванню усвідомлених семантичних і операційних 

знань здобувачів не тільки фахової передвищої, а й вищої освіти, є одним із 

засобів розвитку просторової уяви, образного мислення студентів, джерелом їх 

просторових уявлень. 

Використання динамічних моделей у ході вивчення функцій двох змінних 

забезпечує: 

1) візуалізацію ситуації, асоціацію з конкретним образом, практичну 

зорієнтованість матеріалу; 

2) розгляд об’єкта дослідження в різних ракурсах; 

3) спрощення окремих етапів дослідження.  
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